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HALMAZOK

Bevezetés

A halmaz fogalma elsé megkdzelitésben bizonyos ,,sokasagot” vagy ,,0sszességet” jelent. A
,dolgok Osszessége” azt fejezi ki, hogy bizonyos dolgokat (ezek lehetnek szamok, targyak élolények,
novények, allatok stb.) egyiitt tekintiink és ezeket a halmaz elemeinek nevezziik. Egy bizonyos
halmaz elemei kozott 1étezhet egy kozos tulajdonsag (pl. Nekeresd telepiilés lakosainak halmaza),
viszont lehetnek teljesen eltéré tulajdonsaguak is, mint példaul a kovetkezé haromelemt halmaz:
{oroszlan, gyongyvirag, borosiiveg}. A halmazok elemszamanak a vizsgalata is jelentds kihivasokat
rejteget a matematika kedveldinek szamdra. Léteznek végtelen elemszamu halmazok (példaul a
természetes szdmok halmaza), illetve véges elemszamuak (példaul egy adott kiranduléson részt vevo
gyerekek halmaza). A tovabbiakban olyan feladatokkal foglalkozunk, ahol véges elemszamu
halmazok szerepelnek.

Mintapéldak

7
1) Egy matematikai versenyen két feladatot tiiztek ki. Az els6 feladatot a versenyzok To része, a

3
masodikat a versenyzdk " része oldotta meg. Minden tanul6 megoldott legaldbb egy feladatot,

¢és 9-en mindkét feladatot megoldottak. Hanyan indultak a versenyen?

Megoldds:
7 3 13 .
Az Osszes versenyzd To + < = To része oldott meg helyesen legalabb egy feladatot. Viszont

ez a teljes versenyz6i 1étszam To részét jelenti. Vagyis az a 9 tanulo, amely mindkét feladatot

13 10 3

megoldotta a versenyzdk szdmanak a o 1o = To részét képezi. Igy a versenyen indulok

1
To része 9: 3 = 3 tanuld, ezért 3 - 10 = 30 tanuld vett részt a versenyen.

A feladatsort 6sszedllitotta:
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2)

3)

4)

Egy tanyasi kistelepiilésen 0sszesen 43 kutya és 37 macska van. Minden portan ugy kutyabol,
mint macskabol legfeljebb egy talalhatd. 16 olyan porta van, ahol nincs sem kutya, sem macska.
Mennyi lehet a portak szama ezen a telepiilésen?

Megoldas:

Induljunk ki abbol a helyzetb6l, amikor minden portan, ahol talalhaté egy macska, ott kutya is
van, ezért 37 portan van kutya és macska is (mivel a macskdk szdma 37). Ebben az esetben
viszont még 43 — 37 = 6 olyan porta van, ahol csak egy kutya talalhatd. Figyelembe véve,
hogy 16 portan nem talalunk sem kutyat sem macskat, igy a telepiilésen talalhato portak szama
legalabb 37 + 6 + 16 = 59.

A masik szélsOséges helyzet az, amikor egyetlen portan sem taldlhatd egynél tobb allat, igy 43
portan egy kutya, mig 37 portan egy macska van. Mivel 16 portan nincs sem kutya, sem macska,
ezért a telepiilésen legfeljebb 43 + 37 + 16 = 96 porta talalhato.

Seholnemtaldlod telepiilésen az Ostermeldk sertést, illetve birkat tenyésztenek. A

3
sertéstenyésztok To része birkat is tenyészt, mig a birkatenyésztok fele sertéstenyésztéssel is

foglalkozik. A telepiilésen dsszesen 126 Gstermeld tenyészt sertést és birkat is. Seholnemtalalod
lakossaganak egy negyed része dstermeld. Hany lakosa van a telepiilésnek?

Megoldds:

Mivel a birkatenyésztok fele sertéstenyésztéssel is foglalkozik és a telepiilésen Osszesen 126
Ostermel0 tenyészt sertést €s birkat is, ezért a birkatenyésztok szdma 126 - 2 = 252. Tovabba

3
a 126 Ostermel0 a sertéstenyésztok To részét képezi. Ebbdl kovetkezik, hogy sertéstenyésztok

1
To része 126:3 = 42, tehat Seholnemtaldlod telepiilésen 42 -10 = 420 sertéstermeld €l.

Tehat az Ostermeldk szama 420 + 252 — 126 = 546, ez pedig a telepiilés lakossaganak
egynegyede. Igy a telepiilésen Osszesen 546 - 4 = 2184 lakos él.

Egy osztalyban ugyanannyi a fill, mint a lany. A tanulok koziil 18 bentlakd és ugyanennyien
jarnak sportkdrre. Az osztaly 6 énekkarosa koziil csak egy nem bentlakd. A sportkdrre jard
bentlakok szama 10. A bentlakok koziil harman tagjai a sportkornek és az énekkarnak is. 10
olyan tanul6 van, aki sem sportkorre, sem énekkarra nem jar. Mekkora az osztaly 1étszama?

Megoldas:

Elséként probaljuk megallapitani, hogy a bentlakok koziil hanyan jarnak sportkorre, illetve
hanyan énekkarosok. A bentlakok koziil hdrman tagjai a sportkornek és az énekkarnak is, ezért
csak sportkorre 10 — 3 = 7 bentlako jar. Mivel a 6 énekkaros koziil csak egy nem bentlako,
ezért a bentlakok kozott 3 olyan van, aki sportkorre is jar, és 5 — 3 = 2 aki bentlako ¢és
énekkaros, de nem jar sportkorre. Mivel 6 bentlakd nem jar sem szakkore, sem énekkarra, ezért
10 — 6 = 4 olyan tanul6 van, aki nem bentlakd, nem szakkoros €s nem énekkaros. A 6
énekkaros koziil egy olyan van, akir6l nem tudjuk megéllapitani, hogy sportkords vagy sem.
Ugyanilyen modon a 18 sportkdrdsrdl tudjuk, hogy koziiliik 3 bentlakd és énekkaros is, 7
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bentlakd, de nem énekkaros. Viszont a fennmarado 8 sportkords kozott két lehetdség all fenn:
vagy van egy énekkaros, vagy egyikiik sem jar énekkarra.
A fentieket Osszefoglalva az osztalylétszam kétféle lehet:

6+3+7+2+1+8+4=31
6+3+7+2+1+7+4=30

Viszont tudjuk, hogy az osztalyban ugyanannyi a fi, mint a lany, igy az osztalylétszam csak
paros lehet. Tehat 6sszesen 30 tanulo jar az osztalyba.

Gyakorlo feladatok

1.) Egy iskolai sportnapon két vetélkedére lehetett jelentkezni: zsakfutas és kotélhuzas. A zsakfutasra

3 2
jelentkezd tanulok P része jelentkezett kotélhuizasra is. A kotélhtizasra jelentkez6 tanulok = része

pedig benevezett zsakfutasra is. Osszesen 126 tanul6 jelentkezett mindkét vetélkeddre.
a) Hany tanul6 jelentkezett zsakfutasra?
b) Hany tanul6 jelentkezett kotélhuzasra?

2.) Egy osztaly tanul6i harom kirandulast szerveztek. Mindegyik kirandulason 15-15 tanulo vett
részt. Az els6 kirandulas résztvevoi kozil 7-en jelen voltak a masodik, 8-an a harmadik
kiranduldson. A masodik kiranduléas 5 résztvevdje ment el a harmadik kirandulésra is. Négy
olyan tanul6 volt, aki mindhdrom kirdnduldson részt vett. Hany tanul6 vett részt legalabb egy
kirdndulason?

3.) Egy kistelepiilésen a falunap alkalmaval felmérték a lakosok alkohol fogyasztasi szokasait. A
falunapon alkoholos italokbol csak sdrt és palinkat arusitottak. Osszesen 100 lakost kérdeztek
meg, mindenki fogyasztott alkoholt. Koziilik 78-an azt valaszoltak, hogy ittak sort, mig 71-en
azt, hogy ittak palinkat. Osszesen 48 lakos ivott sdrt és palinkat is. A felmérést hibasnak
talaltak. Miért? Valaszunkat indokoljuk!

4.) Egy Ujsagird felmérést készitett a Modern Barlanglakok kozott. Osszesen 100 lakost vizsgalt
meg és a kovetkezoket tapasztalta: 70-en barna szemiiek, 75-en barna hajuak, 85-en 175 cm-
nél magasabbak, 90-en 65 kg-nal nehezebbek, és 95-nek kedvenc étele a fenydriigy. A
megkérdezettek koziil legkevesebb hany olyan van, amely mind az 6t jellemz0 tulajdonsaggal
rendelkezik?

A feladatsort 6sszedllitotta:
Dr. Fiilop Zsolt



Kitiizott feladatok

1)

2)

3)

4)

Egy osztaly tanuloi allatsimogaté kirandulasra mentek a Simogasd Szeretettel Az Allatokat
farmra. Itt kétféle allatot lehetett simogatni: kecskét és birkat. Minden tanulé megsimogatott
legalabb egy allatot. Kecskét 18-an, birkat 24-en simogattak. 16 tanuld csak birkat simogatott.

a) Hany tanul6 simogatott kecskét és birkat is?

b) Hany tanul6 akart csak kecskét simogatni?

c) Hany f6s az osztalylétszam?

Egy allatkert 6sszes gondozdja kozott felmérték, hogy hanyan kedvelik a gorillakat, illetve a

csimpanzokat. A felmérés eredménye alapjan a gorillakat kedvel6 gondozdk - része a

csimpanzokat is kedveli, mig a csimpanzokat kedvel6 gondozok < része kedveli a gorillakat is.

12 olyan gondozé van, amely mindkét majomfajtat kedveli. A gondozok koziil 14-en egyik
majomfajtat sem kedvelik. Hiny gondozdja van az allatkertnek?

Labdatnemtalaljok telepiilés focicsapatot szeretne alapitani. A felhivasra sokan megjelentek a
falunapi plakatokon meghirdetett toborzon. Amikor Enbélyegy edz6 megkérdezte a
jelenlévdket, hogy kik jatszottak mar a kiilonb6z6 posztokon, kideriilt, hogy korabban 19-en
mar jatszottak védot, 20-an kozéppalyast, illetve 22-en csatart (ezek kozott voltak, akik tobb
posztot is megjeloltek). A tovabbi kérdésekbol kideriilt, hogy 10 f6 jatszott mar védot és
kozéppalyast, 9 f6 csatart és védot, 11-en csatart és kozéppalyast, 4-en pedig mindhdrom
poszton fociztak mar. Hanyan vettek részt a toborzon, ha Enbélyegy edz6 elhozta 3 unokadccsét
is, akik még soha semmilyen poszton nem jatszottak?

A Ne Egyiink Sertéshust mozgalom kirdndulast szervezett 35 didk szamara. Az elsd este a
vacsorara haromféle salatat szolgaltak fel: kukoricasalatat, gyiimdlcssalalat és tonhalsalatat.
Minden diak rendelt legalabb egyfélét a harom koziil. Kukoricasalatat 14-en, gylimolcssalatat
15-en és tonhalsalatat 13-an rendeltek. Egy diak mindharom salatabol rendelt. A kukoricasalatat
rendeldk koziil 11-en nem kértek gyiimolcssalatat. 9 olyan diak volt, aki sem kukoricés, sem
gyliimolcssalatat nem evett. A csak gyliimolcssalatat rendelék eggyel tobben voltak, mint a csak
tonhalasat rendeldk.

a) Hany olyan diak volt, aki tonhalas és gylimdlcssalatat is rendelt?

b) Hany olyan tanulo volt, aki csak kukoricas salatat rendelt?

Bekiildési hatarido: 2021.02.04.
Postai cim: Eszak-Pest Megyei Matematikai Tehetségfejleszté Kozpont

2600 Vac, Németh L. u. 4-6.

A feladatsort 6sszedllitotta:
Dr. Fiilop Zsolt



Boronkay Gyérgy Miszaki Kézépiskola és Gimndzium
2600 Vdc, Németh Ldszlo u. 4- 6.

& 27- 317 - 077 &/fax: 27- 315 - 093
WEB: http://boronkay.vac.hu e-mail: boronkay@vac.hu

TUV
Learp

EN ISO 9001: 2000

Levelezd Matematika Szakkor 2020/2021.3. feladatsor
7.-8. évfolyam

TERGEOMETRIAI FELADATOK

Bevezetés

A geometria a matematikanak a ponthalmazok (alakzatok, idomok) vizsgalataval foglalkozo aga.
A haromdimenzids idomok (testek) vizsgalata a térgeometria targya. A testek osztalyozasara tobb
szempont létezik. Ha egy test sokszoglapokkal hatarolt, akkor poliédernek nevezziik. Ezek egyik
osztalya a hasabok halmaza. (Ilyen példaul a téglatest.) Altaldnos iskolai tanulméanyaink a hasabok,
hengerek, gulak, kapok legegyszeriibb fajtaira korlatozodnak. A szamitasi feladatok ezen testek
mennyiségi jellemz0i koziil a felszin- és térfogatszamitasra vonatkoznak. A vizsgalt testek koziil ezen
jellemzok kiszamitasara képletek allnak rendelkezésre. Az itt kovetkezO feladatoknak nem célja
bonyolult szamitasok végeztetése, inkabb fogalomértésre, logikus gondolkozasra probalnak
késztetni. Sok sikert a feladatok megoldasahoz!

Mintapéldak

1) Hany egybevagéd kockat ragasszunk Ossze oszloppa, ha az eredeti kocka felszinénél 6tszor
nagyobb felszinii testet szeretnénk kapni?

Megoldas:

Egy kockanak 6 lapja van, igy a keresett test felszinén 30 oldallapja lesz egy kockdnak. Az
oszlop alap- és feddlapjan kiviil 28 lap lesz az oldalakon. Egy kocka 4 oldallapot ad az
oszlopnak, ezért 28:4 = 7 kockara van sziikség.

2.) Fel lehet-e darabolni egy kockat 20 kockara?

Megoldas:

Egy kockat konnyen feldarabolunk egybevagé kisebb kockakra, igy feldarabolhatjuk: 2 + 2 x 2 = 8,
vagy 3 3 3 =27, vagy 4 x4 x4 = 64, .... kockéra. Ha egy ilyen felosztast kdvetden kivalasztunk
egy 2#*2=x2-es részt, s ezen 8 kis kockat ,0sszeolvasztjuk”, azaz egy kockanak tekintjiik
(megsziintetjiik a koztiik levo vagasokat), a kockak szama 7-tel csokken, hiszen 8 kocka megsziint, és 1
kocka keletkezett. Ezt a miiveletet elvégezziik egy 3 * 3 * 3-as felosztasnal, igy eljutunk a 20 kockara
torténd felosztashoz (27 — 7 = 20).

A feladatsort osszedllitotta:
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3.) Lehet-e a kockat egy sikkal ugy metszeni, hogy a sikmetszet szabalyos haromszog legyen?

Megoldas:

Vélasszuk ki a kocka 3 olyan csucsat, melyek
kozott nincs kettd, amelyet kockaél kot 6ssze. Ez a s
3 pont egy egyenld oldali haromszog harom ¢
csucsa (mindegyik oldal a kocka egy lapatlgja).

Erre a 3 pontra illeszked6 sik ¢és a kocka

sikmetszete szabalyos haromszog lesz.

4.) Egy testet 6 nyolcszog, 8 hatszog és 12 négyzet hatarol. A test minden csticsabol 3 él indul ki.
Hény csticsa van a testnek?

Megoldas:

Szamoljuk meg a test éleit! A 6 nyolcszog 48 élt ad a testnek, a 8 hatszdg és 12 négyzet is 48-
48 élt ad, ez 6sszesen144 él. Azonban minden élt kétszer szamoltunk, ezért a testnek 72 éle van.
A test ¢leit masképp is szdmolhatjuk. Ha a testnek n db cstcsa van és minden csucsbol 3 ¢él
indul ki, ez n csucs esetén 3n €1, &m minden élt kétszer szamolunk, hiszen minden élnek két

3n . 3n
vége van, akkor az éleinek szama Py hiszen. Py =72, n =48. Atestnek igy 48 csticsa van.

Gyvakorlo feladatok

1) Egy kockat két szemkozti lapjaval parhuzamos sikokkal ugy ,szeleteliink fel”, hogy a
keletkezett testek felszinének dsszege haromszorosa legyen a kocka felszinének. Hany sikkal
szeleteltiik fel a kockat?

2.)  Fel lehet-e darabolni egy kockat 50 darab kockara?

3.) Egy négyzetes oszlop éleinek mérete 3, 3 és 4 egység. Az oszlopot befestettiik barnara. Ezutan
a lapokkal parhuzamos vagasokkal egységkockakra daraboltuk. Hany olyan kiskockat kaptunk,
amelynek:

a) pontosan 3 lapja barna?
b) pontosan 2 lapja barna?
c) pontosan 1 lapja barna?
d) nincs barna lapja?

4.) Egy 2cm élhosszusagi tomor kockanak az egyik sarkabol kivagtunk egy lem élhosszasagu
kockat.
a) A keletkezett testnek hany éle van?
b) A keletkezett testnek hany lapja van?
c) Hany cm? a keletkezett test térfogata?
d) Hany cm? a keletkezett test felszine?

A feladatsort osszedllitotta:
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Kitiizott feladatok

1) Fel lehet-¢ darabolni egy kockat 48 kockara?

2.) Egy 2cm élhosszusag tomor kockanak az egyik lapjara raragasztottunk
egy 1cm élhosszusagu kockat az abra szerint.
a) A keletkezett testnek hany éle van?
b) A keletkezett testnek hany lapja van?
c) Hany cm? a keletkezett test térfogata?
d) Hany cm? a keletkezett test felszine?

3.) Lehet-e a kockat egy sikkal iigy metszeni, hogy a sikmetszet szabalyos hatszog legyen?

4.) Az ABCDA;B,C;D; kocka belsejében egy P pont az ABCD laptél 12, az ABBA; laptol 4, az
ADD; A, laptol 3 egység tavolsagra van. Milyen messze van P az A cstlicstol?

1 / c,
A, =
3 P
il
12
D c
A B
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